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Resumen 
El propósito de este artículo es el aiiálisis lineal de estructiiras larninares soriietidas a excitaciones diiiáiiiicas 
con alto contenido eii frecuencia. El método riumérico propuesto utiliza para el iiiodelado elementos coiitiriuos 
nioiiodiine~isionales. La respuesta exacta de este tipo de elementos es coiiocida, y por lo tanto el método 
es inás coiiveriiente para este tipo de probleinas que otros métodos convencionales basados en discretización 
espacial, por ejeniplo el método de los elementos finitos (MEF). que precisaría11 de una nialla muy fina para 
recoger adecuadamente los fenénienos de interés. El estudio aquí descrito se liiiiita a estructuras axisiniétricas 
con forriias cilíndricas o cónicas. Se presentan criterios para niodelar dichas estructuras mediante vigas sobre 
apoyo elástico. 
MODELLING OF ORTHOTROPIC AXISYMMETRIC SHELLS FOR EXCITATION WITH VERY 
HIGH FREQUENCY CONTENTS 
Tho goal of this work is tlie linear analysis of laminar structures subject to dynaiiiic excitations with very 
liigh frequency coiiterits. The proposed numerical nietliod uses for the iiiodelling one-dimensional co~itinuurii 
elernerits. The exact solution of this kind of elements is well known and therefore the niethod is riiore 
suitable for these probleriis than other conventional ones that need spatial discretization, for exaniple tlie 
Fiiiite Elenient Method (FEM), tliat sliould need a very fine mesh to reproduce tlie correct beliavioiir. 
The study lierei~i is limited to tlie case of axisymnietric cylindrical and coilical shells. Criteria to tiiodel 
axisyninietric structures by beains 0x1 elastic foundation are presented. 
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Eii este tabajo se analiza la respuesta de láiiliiias ortotrópicas de formas cónicas y 
cilíiidricas sonietidas a excitaciones con alto coiiteiiido eii frecuencia. Este probleiiia se 
originó durante el estudio de los efectos diiiáiiiicos iiiducidos eii el vehículo lanzador de 
satélites ARIANE 5 (A5 VEB) por uii dispositivo pirotécnico que produce la rotura del 
aiiillo que conecta la parte superior del vehículo. Es necesario estudiar iiuméricaineilte los 
efectos causados por la propagación de las ondas originadas por la explosióri con el fin 
de garantizar que los equipos electróiiicos vitales para la iiiisión del vehículo iio resulteii 
daííados. 
Eii el caso de la explosióii pirotéciiica en el A5 VEB el coiiteiiido eii frecuencia de la 
carga alcanza 30 000 Hz eii la estructura, mieiitras que la primera frecuencia de vibracióii 
del vehículo es aproxiiiiadameiite 10 Hz. Para este tipo de análisis los iiiétodos basados en 
discretizacióil espacial, por ejeillplo el método de los elementos fiiiitos (MEF), iiecesitaii una 
malla muy fina y/o un paso de iiitegracióii iiiuy pequeíío, lo que liace que cualquier iliodelo 
coinputacioiial no sea prácticameiite eficiente. Por otro lado, la coiiiplejidad del probleiiia 
o a coiiio eii lleva asociado uii alto grado de iiideterniiiiacióii taiito en la defiilicióii de la carg 
el iiiodelo de la estructura, por lo que se precisa un iiiétodo coinputacioiial que periiiita 
realizar estudios paraiiiétricos con suficiente rapidez y efectividad. 
Iiiicialiiieiite se iiiteiitó utilizar la teoría de la propagacióii de o i i d a ~ " ~ . ~ . ~ .  Dicho iiiétodo 
presenta uii importaiite problema: el tiempo de cálculo crece eiioriiieiiieiite con el iiúinero 
de frecueiicias utilizadas para la traiiforiliada de Fourier y con los casos de carga analizados. 
Por taiito se decidió utilizar una aproximacióii clásica basada eii eleiiieiitos c o i i t i i i u o ~ ~ ' ~ :  el 
cálculo de la iiiatriz de impedancia dináiiiica utilizaiido como eleiiieiltos de inodelado vigas 
del tipo Rayleiglit-Tiiiiosl-ieiiko sobre apoyo eslástico, es decir coi1 deformacióii debida a la 
fiexióii al axil y al cortante y que iiicluya los efectos debidos a la inercia de rotacióii. Eii 
este sentido la discretización puede tener eleineiitos taii grandes como se desee coi1 la única 
liinitacióii de cambios en la geometría, eii el material o eii las coiidicioiies de coiitoriio. 
El trabajo llevado a cabo ha  seguido dos líneas de actuacióii: por uii lado, se lia desarro- 
llado uii exteiiso programa experiiiieiital (todas las probetas se eiisayaroil eii la Divisióii Es- 
pacio de Coiistruccioiies Aeroiiáuticas CASA) y paralelaiiieiite se hall desarrollado iiiétodos 
iiuiiiéricos (junto coi1 la correspoiidieiite impleiiieiitacióii eii códigos coii~putacioiiales) para 
reproducir los feiióiiientos observados experimeiitalmeiite. 
Los priiiieros ensayos se realizaroii sobre probetas planas con el fin de siiiiplificar los 
problemas debidos a la curvatura de la estructura real. Eii estas coiidicioiies y desde el 
puilto de vista aiialítico, el inodelo es bidiineiisioiial. Los resultados de estos ensayos se 
reprodujeroii correctamente coi1 el método ilumérico propuesto. 
Eii una fase posterior se ensayaron probetas con cierta curvatura. Por esta razóiz se 
incluyó eii el código la posibilidad de aiializar Iár-iliilas ortotrópicas. Auiique el tratailiiento 
de la ortotropía es más coiiiplejo, es necesario debido a que la parte estudiada del A5 VEB 
está coiistruída con láiiiiiias de aluiiiiiiio reforzadas con larguerillos y sáiidviclies de fibra de 
carbono. 
A coiltiiiuación se preseiita el esquema matemático utilizado para modelar iiiediante 
sisteiiias equivalentes de vigas, el comportaiiiieiito de estructuras laiiiiilares, así como alguiios 
ejeiliplos de validación, en los que se coiiiparaii los resultados del método propuesto coi1 
otros de referencia obteiiidos teóricailiente o mediante modelos de elemeiltos fiiiitos. Especial 
hiiicapié se liace eil estructuras con simetría axial, aunque el método es aplicable a cualquier 
tipo de geonietría, coiilo se poiie de iiianifiesto en el último ejemplo. 
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Generalidades 
El método matemático se formula eil el don~iilio de la frecuencia. Se calcula la respuesta 
estructural para todos los con~poilentes armónicos de la excitacióil y se obtiene a coilti- 
nuacióri la respuesta temporal aplicando un procediiniento de superposicióil adecuado. En 
el dominio de la frecuencia aplicar el concepto de matriz de rigidez con~pleja es seilcilo 
así como iiicorporar los efectos de masas coilcentradas o distribuídas y de los elemeiltos 
elásticos y disipativos. Como la solucióil exacta de la ecuación de campo eil el donliiiio de la 
frecuencia de elemeiltos continuos monodin~ensional es coilocida, el cálculo de la matriz de 
impedancia es iiimediato mediante la aplicacióil de desplazaii?ientos unitarios eil los grados 
de libertad adecuados. 
Mediante la utilización de los módulos coinplejos de elasticidad E y de cortadura G 
se permite la consideración de diversos tipos de amortiguai~liento: viscoso, l-iisterético y 
variable con la frecuencia de acuerdo con una ley determinada. 
Las veiltajas más interesantes del método son las siguieiltes: 
e El i~íimero de elementos es el míilinio conlpatible con la variación de las propiedades 
geoiliétricas y de los materiales. 
e Velocidad de cálculo debido a la posibilidad de estudiar sin~ultáileamente para cada 
frecuencia varios casos de carga sin aunleilto significativo de tiempo de cálculo. 
e Se puede calcular fácilmente la respuesta eil puntos interiores del elemento, ya que 
las funciones de iilterpolación son soluciones exactas de las ecuaciones de campo en 
el dominio de la frecuencia. 
Las niasas coi~centradas se ailaden directamente a la n~atriz de impedancia. Para el caso 
de muelles y amortiguadores que actúan eiltre nudos se decidió duplicar la ilumeraciói~ 
de éstos, distinguir eiltre nudo inicial y final y referir la dirección del sisten~a i~luelle- 
amortiguador a una barra de la estructura. 
Una vez establecida la matriz de iinpedailcia global D(w) se puede organizar para cada 
frecuencia la matriz de carga (una columna para cada caso de carga) F ( w )  y obtener el 
campo de desplazainieiltos x(w) mediante la resolución de la ecuación 
donde w es la frecuencia angular e i es la unidad imaginaria. 
Para calcular la respuesta temporal de interés se utiliza una transfornlada de Fourier 
inversa que superpone las diferentes respuestas en frecuencia. El tratamiento de casos de 
carga con diferente contenido en frecuencia es sencillo. La primera parte del proceso se hace 
utilizando carga unitaria para cada armónico, los resultados se nlultiplican por el coiltenido 
en frecuericia de la carga coilsiderada y finalmente se realiza una transformación inversa al 
dominio del tiempo. 
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Efectos axisimétricos 
El1 este apartado se presentan los principales aspectos del coinportamieilto de láiliiiias 
axisiiilétricas. El objetivo es modelar estructuras axisiinétricas con los elenientos descritos: 
vigas sobre apoyo elástico y muelles. Es decir, no se realiza una formulacióil en dos 
diiiieilsioiles propiamente diclia. La estructura coilsiderada es una lámiiia coii siiiietría 
axial. Eii la Figura 1 se representa una lámina esférica en la cual los radios ciizcuiifereilcial 
y iiieridioiial son los misnlos rl = r2.  El análisis se limita al caso de curvatura meridioiial 
iilfiriita ( r ,  = oo), coii lo que solamente se coilsiderail láminas cilíizdricas ( y  = 90") y cónicas 
( y  = variable). 
I 
Figura 1. Láiiiiiia coi1 siilietría axial. Defiiiició~i de la gcoii~ctrí~ 
Ley de comportamiento del material 
Eil la forniulacióil escrita a coiltiiluacióil los subíndices s y 0 se refieren a las coinpoiieiites 
iiieridioiial y circuilfereilcial respectivameilte, iliieiitras que z representa la coordenada ilor- 
mal al plaiio medio de la láiliiiia. 
Si se considera uil iliaterial con coiliportamieiito ortotrópico, la ley coiistitutiva viene 
dada por las siguieilts relaciones 
Relaciones cinemát icas 
Se estableceii ecuacioiles que relacionan desplazailzieiltos coi1 deformaciones en el plano 
medio de la láiiiiila. Los desplazamieiztos se definen mediante las componentes ilieridioilal 
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u, circuiifereiicial v y normal w tal y como se iiiuestra en la Figura 2, donde se Iza11 
representado valores positivos. Se acepta el iilodelo de desplazaiilientos de la Figura 3, 
es decir una fibra de la lámina situada a una altura z experimenta una traiislación global 
(el subíndice O se refiere a los desplazamientos eil el plano medio de la láinina) a la que se 
aííade otra debida a la rotacióil cr de la iiorinal al plano de la lámina 
Figura 2. Defi~iicióil de los desplazariiieiitos 
Figura 3. Modelo de desplazaiiiieritos utilizado 
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La deformacióil según el meridiailo es 
duo d a  
E s = - -  Z- 
d s ds (10) 
iliieiltras que la deforinacióil segúil la direccióil circuilfereiicial depende de u como de w 
1 
E@ = -(wo +uocotcp - a z c o t y )  
r2 
(11) 
y la deforiliacióii aiigular es 
dw 
yrz = -a+ - ds (12) 
Ecuaciones  d e  equil ibrio 
Las ecuacioiles de equilibrio se establecen por aplicacióil del priilcipio de los trabajos 
virtuales 
A o : d E d v  = A x .  o ~ ~ v + ~ ~ x . o ~ ~ A  (13) 
doiide R es el doiziiiiio y 80 su frontera. X y x represeiltan vectores que coiltieiieii las 
fuerzas m&sicas y de superficie. 
Para lámiilas axisiillétricas la integral eil el volumen se puede escribir como 
d = [' l. SIrdOdSdz (14) 
sieildo 2h el espesor de la lámiila. 
Se plantea una forillulacióil general en la que se incluye la deforinacióil por costailte coi1 
lo que la deforn~acióil angular y,, es distinta de cero y a, # 2. 
Si se desprecian las fuerzas de volumen, solail~ente es ilecesario coilsiderar las fuerzas 
de superficie p,, p, y m (p@ es i d a  a causa de la siilietría), y eiztonces la ecuacióri (14) se 
transforma eil 
1: T O ~ ~ E ~ ~ S ~ Z  + J:' 11~ r ~ ~ d ~ ~ d s d z  + S:' S, r.r,,dy,,dsdz = (15) 
= 1:; prrduds + S:' pzrdwds + l:' mrdads  
Para el caso estudiado eil este trabajo las fuerzas de superficie son las de iilercia. Dado 
que se está buscaizdo la respuesta ante una excitacióil armónica pura, la solución se puede 
calcular para cada frecueilcia coi1 los que se obtiene la distribucióil espacial de las variables. 
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Ecuaciones de campo 
Se utilizan dos espesores diferentes 2h, y 2h0 para periilitir el tratanlieiito de la ortotropía. 
Sustituyendo las relaciones ciileil~áticas (19), (11) y (12) en (15), iiltegraiido esta últiilia 
ecuación y escribiendo por separado las variaciones de los desplazamientos Su, 6w y S a ,  se 
obtienen las siguientes expresioiles 
Las fuerzas por unidad de longitud son la resultante de las teilsioiies. Así usaiido ( l G ) ,  
(17) Y (18) 
d a  1 
-zo,.dz = - + -usa cot y. 
-zo0dz = 
donde A, y Ae son las áreas i~ormales a las direccioiies meridional y circuilfereilcial respecti- 
vamente, 1, e Io los correspoildientes moineiltos de inercia y A,, el área de cortailte. Todas 
estas características son por unidad de longitud. 
Eliiiliilaildo 2 de (19) y (20) y 2 de (21) y (22), se puede escribir la fuerza axil 
circuilfereiicial N# y el momeilto flector circunfereilcial M. en fui~ción de las correspondieiites 
magnitudes meridionales N, y Ms 
Ee I e  Me = - Ee I e  a c o t  y. + vo-Ms 
T2 E, I s  
Sustituyendo estas ecuaciones en (16), (17) y (18), se obtienen las ecuaciones de canipo 
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E0 As d2wo da E(H 1 
(WO + uo cot ip) - G,zAsz [- - ds] = pZ - v0--NS 
7-2 K,  r2 
en las que se ha eiiipleado la siguieiite iiotación 
Aproximación de las ecuaciones de campo de láminas axisimétricas ortotrópicas 
mediante las de elementos monodimensionales 
Las ecuacioiies de campo generales dadas por las expresioiles (26), (27) y (28) se par- 
ticularizail para láminas axisi,métricas de forinas cóilicas y cilíiidricas y a coiltii~uació~i se
comparaii coi1 las ecuacioiles de cainpo de elemeiltos i~~oilodiil~eiisioilales coi1 el fin de es- 
tablecer bajo qué criterios dichas láminas puedeii ser modeladas mediante vigas. 
Láminas cilíndricas 
El coiliportamieilto loilgitudiiial descrito por la ecuación (26) se puede particularizar para 
ciliiidros teniendo en cuei~ta que ip = 90°, y por tailto r = r2 = R = coilstaiite 
La ecuacióii (29) coiiicide coi1 la ecuación de cainpo para el con~portamieizto axil de uila 
barra, si se desprecia el últiil~o térmiiio (acoplamiento entre el axil y el flector). Esta aproxi- 
mación es válida para cilindros cortos en los cuales so11 importantes los efectos axisimétricos. 
El coinportamiento traiisversal se define particularizando las ecuacioiles (27) y (28) 
Las ecuaciones (30) y (31) (si se desprecia el acoplainieiito coi1 el comportamiento axil) 
son equivalentes a las de uiia viga sobre apoyo elástico de rigidez 
El moiliento de inercia de la viga es 
I = 1, 
1 - v,vo 
y el módulo de la elasticidad 
E = E, 
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Láminas cónicas 
Para el caso de láiliinas cóilicas se utiliza la hipótesis de Geckeler que propoile considerar 
únicamei~te los térmiilos coi1 la derivada más alta. Es decir las ecuacioiles (26)) (27) y ( 2 9 )  
se transforinan en 
d2uo EeAe Ke cot cp V S  dwo 
- K ,  + _,cot2 cp(uo + wo t any)  = p ,  - U~--N,~ + -- ds2 2 Ks 7-2 r2 ds (35 )  
Ee AH d2wo da, !(w0 + uo C O ~  c p )  = -Gs,A,, -- - Ke 1 
7-2 [ d s 2  d s ] = ~ ' - u ~ - - l v S  K S  r2  
El último térinii~o de la ecuacióii (35) se puede despreciar si 2 < %. Se puede ver que 
las expresiones (35)) (36) y (37) coinciden coi1 las ecuaciones de campo de la viga excepto en 
el término 9 cot2 p(uO + wo tan y )  en la ecuación (33) y y ( w o  +uo cot c p )  eii la (36)) que 
represeiitail el acon~plan~ieilto entre los desplazan~ientos longitudinal y transversal, debido 
en esta ocasióil a la ii~clinacióil de la lámiila respecto al eje de simetría. Este efecto se puede 
representar mediante uila viga sobre un apoyo elástico que actúa en la direccióii ilormal al 
eje del coilo. La fuerza por unidad de loilgitud experimeiltada por el apoyo elástico debido 
al desplazainieilto w es F = Kw sin cp y la debida a u es F = K u  cos cp (Figura 4).  Sumando 
estos dos efectos 
= - K siil cp(wo sin cp + u. cos c p )  = - K(uo sin cp cos cp + wo sin2 c p )  (38) 
Fs = -K cos cp(wo sin cp + u0 cos p) = -K(uo cos2 cp + wo sin cp cos c p )  (39) 
donde w se refiere a los términos de flexión y a los axiles. Si se tonla 
F - -- 
w -  (ZL cot cp + w )  
7-2 
F - -- 
S - cot2 cp(u + w tan c p )  
~ 2 "  
que son los térniiilos ailadidos en las ecuaciones anteriores. Nótese que en estas ecuacioiles 
r2 varía según el puiito del coilo que se esté considerando. Como además también lo hace 
el área trailsversal As, el modelado por razones puramente prácticas se realiza mediante 
muelles puntuales. 
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Figura 4. Modelo para Iáiiiiiias cóiiicas 
EJEMPLOS 
El1 este apartado se ailalizan varios ejemplos. El1 primer lugar se verifica que los 
criterios para iiiodelar lámiilas axisiiliétricas coi1 elemeiitos coiitiizuos monodii~iei~sioiiales 
sol1 correctos. Para ello se coiliparail los resultados obteilidos coi1 el iiiétodo propuesto 
basado eil eleiileiltos coiitiiluos de uila diil~eilsióii, coi1 los que proporcioiia el iiiétodo de 
los elemeiitos fiilitos. A coiltiiluacióil se comprueba que la discretizacióil exigida por las 
estructuras cóilicas 110 es uil problema para altas frecueilcias, ya que superado uii cierto valor 
de la frecueiicia, el efecto circuilfereilcial desaparece y las deformadas iliodales y frecueiicias 
de estructuras axisimétricas coit~cideii coi1 las de uila estructura equivaleilte sil1 curvatura. 
Validación del modelo 
Se estudia11 dos estructuras cilíildricas y cóizicas eil coildicioiles empotrado-libre coi1 las 
características geométricas y illateriales indicadas eil la Tabla 1. 
Tabla 1. Estructuras axisiiliétricas. Características geoiiiétricas y de 10s ii~ateriales 
Las magiiitudes comparadas son frecueilcias de vibracióil y fuerzas por unidad de loiigitud 
ante cargas estáticas. Eii estos ejemplos el material es isotrópico, luego las características 
il~eridioilales sol1 iguales a las circuizferenciales. 
Para el caso de los ciliildros y teilieildo eil cuenta que el radio es coilstailte: las carac- 
terísticas de la viga equivaleilte sol1 las siguieiltes 
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El área circunfereilcial es coilstailte. Por ejeinplo para b = 1 111 de profuildidad 
Para los coilos el modelo se realiza coi1 uila viga sobre muelles puiltuales que actúa11 eil 
la direccióil ilormal al eje del coilo. Tailto el valor del área y del mon~ento de inercia como 
el de la rigidez de los inuelles puiituales varía eil fuilcióil de la altura del coilo, ya que la 
profundidad b 110 es coilstailte. Los i~luelles se sitúan entre elemeilto y eleiilelito y el valor 
de su coilstailte de rigidez es 
eil doiide L1 y L2 so11 las loilgitudes de los elen~ei~tos anterior y posterior al inuelle y el radio 
es el correspoildieilte a la posición de dicho muelle. 
Se coiilparail los valores de las cii~co primeras frecueilcias de vibración coi1 un análisis 
coi1 elemeiltos finitos (Tabla 11). Es importailte resaltar que el método propuesto no calcula 
directameilte ili las frecueilcias ni los nlodelos de vibracióil. Lo que se hace es calcular la 
respuesta de la estructura eil el doiniilio de la frecuencia ante una fuerza que produzca 
la iliisma deformada que la del modo del cual se quiere obtener la frecuencia. En la 
historia frecueilcial de desplazamientos o aceleracioaes aparecerá una gran aiilplificacióil 
eil la frecuencia del modo. Este procedimieiito produce más errores en el cálculo de las 
frecueilcias que el inétodo propiameilte dicho. Como coilsecuei~cia, las ligeras discrepailcias 
que aparecen eil la Tabla 11 hay que atribuir fuildaniei~talmente a diclio procedimiento. Se 
calculail 512 frecueilcias (de O a 100 Hz para cilindros y de O a 500 Hz para coilos) y el 
izúmero de pulltos de la trailsforinada rápida de Fourier es 2048. 
Tabla 11. Coiiiparacióri de frecueiicias. Estructuras misimétricas 
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El1 la Tabla 111 se recoge el iiúmero de iludos y elemeiltos utilizados eil ainbos iilodelos. 
Para ciliiidros se captura11 iliediailte el inétodo propuesto todas las frecuencias coi1 u11 solo 
elenieilto. La discretizacióil de elementos fiilitos utilizada es válida l-iasta uil cierto ilúiiiero 
de iiiodos, después del cual se l-iace riecesaria uila discretizacióil más fina. Sin embargo, el 
iiiétodo propuesto 110 precisa más que un elellleilto, lo que coilstituye un aliorro iiiiportaiite 
de tieilipo de cálculo, sobre todo eil el rango de las altas frecuericias, que es para el que 
lia sido coilcebido dicho iilétodo. Para el caso de estructuras cóilicas, coilio se lia visto coi1 
anterioridad, se necesita uiia cierta discretizacióil. 
i / Propuesto 1 MEF 1 Propuesto i MEF i 
Ciliiidros Coilos 
Tabla 111. Núiiiero de iiudos y eleiiieiitos. Estructuras axisiuiétricas 
l I l I 
Nodos 
Elemeilt os 
El1 las Figuras 5,6,7 y 8 se dibujan la fuerza axil circunfereilcial por uilidad de loilgitud 
(ciliiidros) y el iliomeilto flector circuilfereilcial por uiiidad de loilgitud (coilos) eii ftiiicióii 
de la loiigitud de la estructura ilormalizada a la unidad. La excitacióil es uila carga 
estática radial aplicada eil el extreiilo libre. Se ve que los resultados obteiiidss coi1 el 
iliétodo propuesto reproduce11 correctailieilte los de elemeiltos fiilitos, especialilieilte para 
ciliiidros. Las diferencias que se aprecian en las estructuras cóiiicas so11 debidas a los 
muelles coilceiltrados, los cuales produce11 saltos bruscos en la respuesta. No obstaiite, 
el coiiiportaiilieilto general se recoge de forma adecauda. Nótese que eil las Figuras 5 y 
7 (ciliildro y coilo 1) los efectos se aillortiguail antes que eil las Figuras 6 y 8 (ciliiidro y 
cono 2), lo que significa que la parte de la estructura que resulta afectada por la excitacióil 
depende de la loilgitud total de la estructura. 
-0.50 J 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
Longitud normalizada a la unidad 
2 
1 
Figura 5. Ciliiidro 1. Fuerza axil circuilferericial por unidad dc loiigitud. Carga ratlial 
estática. MEF (líiiea <:oiltiiiua). Método propuesto (círculos) 
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Con estos resultados se demuestra la efectividad del método en el rango de las bajas 
frecuencias. Dado que la solución para los elenlentos contiiluos n~onodin~ensioiiales  exacta, 
el método reproducirá el comportainiento dinámico para altas frecuencias. 
Longitud normalizada a la unidad 
Figura 6. Cilitidro 2. Fuerza axil circuiifereiicial por unidad de longitud. Carga radial 
estática. MEF (línea coiitiilua). Método propuesto (círculos) 
-1 o; I O 1  0.2 0.3 O 4  O 5  O6 0.7 0.8 0.9 ! 
Longitud normalizada a la unidad 
Figura 7. Coiio 1. Momeilto flector circuiiferencial por unidad de longitud. Carga radial 
estática. MEF (línea coxititiua). Método propuesto (círculos) 
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Longitud normalizada a la unidad 
Figura 8. Cono 2. Momento flector circunferencia1 por unidad de longitiid. Carga radial 
estática. MEF (línea continua). Método propuesto (círculos) 
Para una estructura compleja como la del A5 VEB, el método de los elementos finitos 
necesita una malla nluy fina que hace prohibitivo en tiempo de cálculo de ordenador su 
análisis. Para coiiiprobar el nlodelo para altas frecuencias se podrían realizar comparaciones 
con resultados experimentales tal y como se ha hecho con excelentes resultados para las 
probetas planas del A5 VEB7?8. En las referenciasg~10 se recogen los trabajos relativos a los 
modelos axisimétricos de la estructura del A5 VEB con dos radios diferentes de curvatura 
(R = 1 111 y R = 2,7 m). Las probetas ensayadas no son estrictamente axisimétricas, pero 
en una primera aproximación se pueden modelar conlo si lo fueran. Sin embargo, dado 
que en este punto del trabajo ni se ha modelado la estructura realmente ensayada ni la 
carga producida por el dispositivo pirotécnico, no es posible realizar comparaciones con los 
resultados obtenidos en los ensayos. 
Influencia del radio de curvatura en los modos de vibración 
Las deformadas de los modos de vibración de una viga sobre apoyo elástico coinciden 
con los de la propia viga, salvo los posibles modos de sólido rígido de ésta (f = O Hz) que 
en el caso de existir apoyo elástico, presentarán una frecuencia no nula debido a la rigidez 
del apoyo. 
La presencia del apoyo no afecta a la forma del modo, pero increnienta el valor de la 
frecuencia. La frecuencia de la viga sobre apoyo elástico está relacionada con la de la viga 
por un factor que depende de la rigidez del apoyo y del modo considerado. Según aumenta 
el modo, el factor tiende a la unidad y las frecuencias a igualarse. 
En este apartado se va a estudiar con un modelo axisimétrico de las dos probetas curvas 
de la estructura del A5 VEB, en qué momento los modelos de vigas sobre apoyo elástico y 
muelles puntuales presentan las mismas frecuencias que modelos constituídos por vigas sin 
apoyo que teóricamente coinciden con modelos axisimétricos de radio infinito. 
Dicha igualdad de comportamiento dinámico significa que el efecto circunferencia1 deja 
de tener influencia a partir de una frecuencia determinada y que para fenómenos que ocurran 
por encima de esa frecuencia es posible representar un cilindro o un cono por un elemento 
tipo viga. Esta consideración es muy importante, ya que indica que la discretización del 
UNIONES AMORTIGUADAS 
! 7 MIONES RÍGIDAS 
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cono debe ser la necesaria para recoger el comportamiento hasta dicha frecuencia y que para 
valores superiores la discretización utilizada no tiene influencia. 
f 
PORTICO 
a 
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CARBONO 
1 
Figura 9. Modelo matemático de la estructura del A5 VEB 
El estudio se ha llevado a cabo con modelos axisimétricos de la estructura A5 VEB con 
radios de curvatura 1 m; 2,7 m e infinito. En la Figura 9 se representa el modelo matemático 
del A5 VEB en su configuración de ensayo en la que se incluye el pórtico al que fue fijado la 
probeta mediante unas uniones de aluminio que se han denominado uniones rígidas. Para 
conectar el plato portaequipos al cono de fibra de carbono se utilizan uniones con material 
aislante para tratar de amortiguar los efecos producidos por el choque pirotécnico el cual 
se produce en la unión del cono y del cilindro. Para este estudio se han modelado las 
partes axisimétricas de la estructura, es decir el cilindro, el cono y las tres uniones rígidas 
y se han calculado los modos y frecuencias para los tres radios indicados. En la Figura 10 
se dibuja la frecuencia natural de la estructura frente al número del modo para las tres 
probetas analizadas. Se puede observar que a partir de cierto valor de la frecuencia, el 
comportamiento dinámico axisimétrico de las dos probetas curvas es idéntico al de la plana. 
Esta igualdad de comportamiento se produce a 1000 Hz para la probeta de 2,7 m de radio y a 
1500 Hz para la de 1 m de radio. La mayor influencia de la curvatura de la probeta pequeña 
se puede apreciar también en los primeros modos de vibración, los cuales no coinciden en 
la frecuencia ni en la deformada modal. Con una discretización suficiente para reproducir 
el comportamiento hasta esos valores queda asegurado el buen funcionamiento del modelo 
para frecuencias posteriores. 
J.J. Lópex Cela. C. Huerta y E. Alarcóii 
Modo 
Figura 10. Iriflueiicia del radio de curvatura eii los modos de vibracióri. Comparacióii entre 
probetas de radios lni  (círculos): 2,7 iii (asteriscos) e infiiiitos (línea coiitinua) 
CONCLUSIONES 
Se describe un método basado en elementos continuos monodimeiisionales para el aiiálisis 
de estructuras compuestas de láminas axisiinétricas ortotrópicas sometidas a excitacio~res 
con alto coiiteiiido en frecuencia. Comparando las ecuaciones de campo de láininas =axisi- 
inétricas con las de vigas sobre apoyo elástico, se pueden obtener criterios para inodelar las 
láii~inas con dichos elenientos continuos. La principal ventaja del método consiste ea que 
la solución en el dominio de la frecuencia de los elemeiitos continuos inonodiinei~sionales es 
coi~ocida y exacta, y por lo tanto la discretización espacial depende solamente de caiiibios 
geométricos o del material y no del método propiamente dicho, a diferencia de otros inétodos 
coirveiicionales como el método de los elemeiitos finitos. Para el caso de estructuras cónicas 
se necesita una cierta discretización espacial por dos motivos: el modelado se realiza median- 
te apoyos puntuales y el área circunferencia1 del cono varía con la altura. Sin eilibargo, se ha 
coinprobado que superado un cierto valor de frecuencia, el efecto circunferencia1 desaparece 
y el comportaii~ieiito de una estructura axisiniétrica es el niismo que el de una estructura 
plana equivalente. Por lo tanto la discretización es necesaria únicamente para reproducir el 
comportamiento hasta el valor de la frecuencia arriba nieiicionado. 
Se han relizado algunos ejemplos de validacióii. Se han comparado, con respecto a 
resultados de elenientos finitos, frecuencias de vibración y sus correspoiidientes deformadas 
modales, así como fuerzas por unidad de longitud obtenidas mediante aplicación de cargas 
estáticas. En todos los casos la corcondancia entre los resultados obtenidos con el método 
propuesto y los de referencia ha sido muy buena. Con esto se ha puesto de manifiesto 
la bonanza del método en el rango de las bajas frecuencias, lo que implica, dado que la 
solución de las ecuaciones de caiiipo de los elementos monodimensioiiales es exacta, el buen 
funcioiiamiento en todo el rango de frecuencias. 
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